Super weakly compact sets and the super fixed point property in Banach spaces by 张吉超
学校编码：10384
学号：19020120153825
分类号 密级
UDC
博 士 学 位 论 文
Banach空间中的超弱紧集和超不动点性质
张吉超
指导教师姓名： 程 立 新 教授
专 业 名 称： 基 础 数 学
论文提交日期： 2 0 1 5 年 12 月
论文答辩时间： 2 0 1 5 年 12 月
学位授予日期： 2 0 1 5 年 12 月
答辩委员会主席：
评 阅 人：
2015年 月
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
Doctoral Dissertation
Super weakly compact sets and the super fixed
point property in Banach spaces
Supervisor： Lixin Cheng
Speciality： Fundamental Mathematics
Institution： School of Mathematical Sciences
Xiamen University
Xiamen, P.R. China
2015
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
厦门大学学位论文原创性声明
本人呈交的学位论文是本人在导师指导下，独立完成的研究
成果。本人在论文写作中参考其他个人或集体已经发表的研究成
果，均在文中以适当方式明确标明，并符合法律规范和《厦门大
学研究生学术活动规范（试行）》。
另外，该学位论文为（ ）课题（组）的研
究成果，获得（ ）课题（组）经费或实验室的
资助，在（ ）实验室完成。（请在以上括号内
填写课题或课题组负责人或实验室名称，未有此项声明内容的，
可以不作特别声明。）
声明人（签名）：
年 月 日
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
厦门大学学位论文著作权使用声明
本人同意厦门大学根据《中华人民共和国学位条例暂行实施
办法》等规定保留和使用此学位论文，并向主管部门或其指定机
构送交学位论文（包括纸质版和电子版），允许学位论文进入厦
门大学图书馆及其数据库被查阅、借阅。本人同意厦门大学将学
位论文加入全国博士、硕士学位论文共建单位数据库进行检索，
将学位论文的标题和摘要汇编出版，采用影印、缩印或者其它方
式合理复制学位论文。
　　本学位论文属于：
　　（ ）1. 经厦门大学保密委员会审查核定的保密学位论文，
于　　年　　月　　日解密，解密后适用上述授权。
　　（ ）2.不保密，适用上述授权。
　　（请在以上相应括号内打“√”或填上相应内容。保密学位
论文应是已经厦门大学保密委员会审定过的学位论文，未经厦门
大学保密委员会审定的学位论文均为公开学位论文。此声明栏不
填写的，默认为公开学位论文，均适用上述授权。）
声明人（签名）：
年 月 日
厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
厦门大学博士学位论文
摘 要
我们知道, 不动点理论是非线性分析及其应用的一个非常重要的组成部分.
进入上世纪 60 年代以后, 研究包括 Banach 空间中的有界闭凸子集对非扩张映
射等的不动点性质成为不动点理论研究的主体, 同时对这些映射的超不动点性
质也是人们重点关注的内容. 然而, 由于超不动点性质研究要建立一种平行于弱
紧集的“超弱紧集”理论, 这就成为超不动点理论研究中的一大障碍. 值得我们
庆幸的是, 近些年来超弱紧集的研究取得了重要进展, 这使得我们进一步研究局
部化的超不动点性质成为可能.
本学位论文主要研究 Banach 空间中的有界闭凸集的超不动点性质及其在
再赋范意义下的超不动点性质, 这种局部化的超不动点性质研究在国际上尚属
首次. 证明了 Banach空间中的一个有界闭凸子集是超弱紧集当且仅当它对线性
等距映射或者仿射等距映射具有超不动点性质; 在再赋范意义下有界闭凸子集
的超弱紧性与它的超不动点性质是等价的. 最后证明了每个强超弱紧生成空间
都存在一个等价范数使得每个弱紧凸集对非扩张映射具有超不动点性质, 也就
是说强超弱紧生成空间在再赋范意义具有超弱不动点性质.
关键词：有界闭凸集; 非扩张映射; 等距映射; 线性等距映射; 仿射等距映射; 超
弱紧性;超不动点性质; Banach空间.
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ABSTRACT
ABSTRACT
This thesis is devoted to studying the super fixed point property of bounded closed
convex sets in Banach spaces, by means of super weakly compact set theory develop-
ment in recent years. The original idea comes from“how to give super fixed point
property a localized setting”. It was impossible until the theory of super weakly com-
pact sets was estabilished recently. As a result, we show that a nonempty closed
bounded convex set of a Banach space has the super fixed point property (SFPP) for
linear self isometries if and only if it is super weakly compact; the convex set has the
SFPP (for nonexpansive mappings) under renorming sense if and only if it is SWC,
and every strongly super weakly generated space, in particular, every super reflexive
space, can be renormed to have the property that every nonempty weakly compact
convex set admits the super fixed point property.
Key Words: bounded closed convex set; nonexpansive mapping; isometry mapping;
linear isometry mapping; affine isometry mapping; super weak compactness; super
fixed point property; Banach space.
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第一章 绪 论
x 1.1 引言
本学位论文主要研究 Banach 空间中有界闭凸集的超弱紧性及其超不动点
性质,我们首先对超弱紧集及其超不动点性质的相关内容进行回顾和介绍.
x 1.1.1 关于超弱紧集
弱紧集可以看做为自反空间概念的局部化和推广, 弱紧集理论是泛函分析,
尤其是 Banach 空间理论的一个重要的组成部分并且在其它学科有着广泛的应
用, 例如, 见文 [18-25, 38, 69-72]. 自从 1972 年 James [26] 通过空间之间有限表
示概念给出超自反空间概念以来, 超自反空间 ( 作为自反空间中特殊一类空间
) 的研究已经取得丰硕的成果. 例如: 1972 年 James [27] 通过有限树特征给出超
自反空间的一个刻画, 即一个 Banach 空间是超自反的当且仅当它不具有有限
树性质. Enflo [3] 证明了超自反空间可再赋范为一致凸空间, 有时也称为 Enflo
再赋范定理. 后来 Pisier [4] 用鞅理论方法进一步证明了超自反空间可以再赋范
成为具有指数型凸性模的一致凸空间. Enflo-Pisier 对超自反空间再赋范结果被
认为是再赋范理论中最经典结果之一, 同时也是对超自反空间一个标志性的刻
画. Pisier [4] 和 Brunel-Sucheston [1] 证明了空间超自反性与超 Radon-Nikodym
性质、超 Banach-Sakes 性质、超 Krein-Milman 性质等都是等价的. James 和
Schaffer [2] 给出超自反空间一个周长 ( girth ) 的几何特征. 程立新教授等 [85]
首次建立 Banach 空间单位球面的球覆盖理论并给出超自反空间的一球覆盖特
征. 对于更多超自反空间的刻画可参考文 [21, 80]. 弱紧集可以看做是自反空间
概念的局部化或广义化, 如何局部化或者推广超自反空间概念一直以来是很多
数学家考虑和关心的问题.
根据后来已知结论, 例如, Cheng、Cheng、Tu 和 Zhang [34] 的结果, 我们可
知自从上世纪 70年代中期起, 许多超自反空间概念的局部化或推广概念被引入
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并得到了相应的研究, 例如, 见文 [30, 38-41]. 1976 年 Beauzamy [30] 从算子角
度给出了一致凸算子的概念 ( 有界线性算子 T : X ! Y 称为一致凸算子, 如果
T (BX) 不具有有限树性质 ). 2008 年 Raja [13] 推广了 Beauzamy 一致凸算子的
概念, 引进凸子集具有限指标性质的概念并且证明了一个有界凸集 D  Y 具有
有限指标性质当且仅当存在一个Banach 空间 X 和一个一致凸算子 T : X ! Y
使得 D  T (BX). 2009 年, Fabian、Montesinos 和 Zizler [18] 为了研究 Banach
空间再赋范问题引入了 Banach 空间中有界子集 M 具有限对偶指标性质的概
念, 并且证明了集 M 具有有限对偶指标性质当且仅当 X 存在一个等价的范数
限定在 M 上是 M -一致 G 光滑. 关于更多超自反空间局部化或者推广概念可
参考文 [38-41].
2010 年, Cheng、Cheng、Wang 和 Zhang [33, 86] 利用单纯形代替有限维空
间，巧妙地把 Banach 空间的有限表示概念推广到一般集合上 ( 给出了集合
有限表示概念 ), 然后通过集合之间有限表示的概念给出超弱紧集的概念 ( 简
称:SWC ), 即称 Banach 空间 X 中的一个非空有界闭凸子集 C 是超弱紧集如果
每个 Banach空间 Y 中的有界闭凸子集D在 C 中有限表示满足D是弱紧集. 显
然超弱紧集是弱紧集, 并且证明了一个 Banach 空间 X 是超自反的当且仅当它
的闭单位球是超弱紧集. 类似如 James [27] 超自反空间的刻画, 证明了 Banach
空间X 中一个非空有界闭凸子集 C 不是超弱紧集当且仅当 C 具有有限树性质.
通过一系列超弱紧集性质的建立,最终证明了局部化 Enflo [3]再赋范定理,即一
个非空有界闭凸子集 C 是超弱紧集当且仅当 X 存在一个等价范数限定在 C 上
是一致凸的. 这个定理在第四章证明凸集重赋范后具有 SFPP 起着至关重要的
作用. 由超弱紧集的定义及刻画, 我们很容易看到 Banach 空间中的超弱紧集比
较自然地并且正好视做是超自反空间概念的局部化或推广. 最近,根据上述各种
不同局部化定义的引入, Cheng、Cheng、Tu 和 Zhang [34] 在 2015 年证明了当
C 是 Banach 空间 X 中一个非空有界闭凸子集时, C 是超弱紧集与 C 具有有限
指标性质、C 具有有限对偶指标性质、超 Banach-saks集都是等价的,从而使得
超弱紧集形成一套相对完整的理论体系. 根据超弱紧集是超自反空间概念的局
部化或推广, 类似弱紧集的重要地位, 对于超弱紧集的研究也具有独立意义. 在
本文我们可以看到,超弱紧集的理论在超不动点性质研究中起着非常基本而且
重要的作用.
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x 1.1.2 关于超不动点性质
不动点理论是非线性分析理论重要组成部分之一. 最早起源于 19 世纪后
半期, 一些著名的数学家如 Cauchy、Fredholm、Liouville、Lipschitz、Picard 等
在微分方程中利用逐次逼近的方法建立解的存在性与唯一性. 自此不动点理
论得到了蓬勃发展并产生了三个具有历史代表性结果, (1) 1922 年波兰数学家
Banach [84] 注意到度量的完备性是很多空间具有的性质, 利用经典的 Picard
迭代方法并加以抽象, 证明了当 X 是一个完备的度量空间时, 每个压缩映射
T : X ! X 具有唯一的不动点, 这就是著名的 Banach 压缩映象定理. 特别地,
Banach 压缩映象定理在泛函分析、非线性分析理论和微分方程理论中对于解
的存在性与唯一性有着广泛的应用. (2) 1912 年德国数学家 Browder [55] 结合
拓扑和度量理论证明了 Rn 中的单位球到单位球的每个连续映射具有一个不
动点, 现在称为 Browder 不动点定理的重要结论. (3) 1930 年 Schauder [57] 给
出 Browder 不动点定理的一般形式, 即局部凸空间中的紧凸集到自身的每个
连续的映射都具有不动点，它被称为 Schauder 不动点定理. 特别地, 当空间是
Banach 空间时, Schauder 不动点定理可表述为: Banach 空间中的非空有界闭凸
集到自身的每个连续紧映射具有不动点. Lin 和 Sternfeld [45] 证明了 Banach 空
间中每个非紧的有界闭凸子集上都存在着不具有不动点 Lipschitz 自映射，这
说明 Schauder 不动点定理成立的最大范围就是紧凸集合. 总之, Banach 压缩映
象定理、Browder 不动点定理的重要结论和 Schauder 不动点定理的出现, 一方
面使得不动点理论得到了前所未有的发展, 另一方面对非线性分析、方程、力
学等内容的发展产生了具大的推动作用.
Banach压缩映象定理中的压缩映射条件稍微减弱就可以得到我们熟知的非
扩张映射, 长期以来, 研究 Banach 空间对非扩张映射的不动点性质是数学家们
关心的问题并且具有极其重要的意义. 人们给出 Banach 空间对非扩张映射具有
(弱 )不动点性质的概念,即称 Banach空间对非扩张映射具有 (弱 )不动点性质,
如果 Banach空间中的每个非空有界闭凸集 (弱紧凸集 )到自身的每个非扩张映
射具有不动点, 我们简单地称 Banach 空间具有 ( 弱 ) 不动点性质 ( FPP (WFPP )
). 1965年 Browder [56]、Gohde [32]和 Kirk [60]分别证明了当X 是一个 Banach
空间, C 是 Banach 空间 X 中的一个非空有界闭凸子集, T : C ! C 的非扩张映
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射, 如果 X 是 Hilbert 空间、或者 X 是一致凸空间、或者 X 是具有正规结构的
自反空间, 则 T 具有不动点. 自此人们引入各种各样的几何条件 ( 例如: 一致正
规结构 [81-82]、弱正规结构 [83]、Opial [65] 条件等 ) 来研究非扩张映射的不
动点以及研究人们关心待解决的问题–Banach 空间中的每个非空弱紧凸集都具
有正规结构吗? 过程中取得到了丰富的结果, 例如, 见文 [62, 65, 79, 82 ]. 经过数
年的艰辛努力,直到 1980年 Alspach [54]给出一个例子说明存在空间 L1[0; 1]中
的弱紧凸子集到自身的非扩张映射不具有不动点, 从而彻底解决上述人们关心
的问题. 后来人们发现不具有正规结构的 Banach 空间很多并且原来的方法不能
从根本上解决这类空间的不动点性质, 人们都希望能够寻求建立新的工具来解
决这类空间的不动点性质. 1981 年, Maury [58] 在超幂空间之上建立新的方法 (
有时也称: 超幂方法 ) 来研究这类空间的不动点性质, 证明了空间 L1[0; 1] 中的
自反空间具有不动点性质和空间 c0 具有弱不动点性质. 到目前为至, 运用超幂
方法 [80] 解决非扩张映射不动点问题已经取得了一系列好的结果, 例如, 见文
[43-44, 48-51, 62, 65, 67, 79], 并且超幂方法被认为是解决不动点问题最基本方
法之一.
超不动点性质的研究也是许多数学家关心的内容, 例如, 见文 [24, 48-49, 64,
77, 80]. 类似于超自反空间的定义, 称 Banach 空间 X 对非扩张映射具有超不动
点性质如果每个 Banach 空间 Y 在 X 中有限表示满足 Y 对非扩张映射具有不
动点性质, 我们简单地称 Banach 空间 X 具有超不动点性质 (SFPP ). 关于超不
动点性质的研究已经取得了一些好的结果, 例如: Maurey [58] 证明了超自反空
间对等距映射具有超不动点性质. Elton、Lin、Odell和 Szarek [78]给出Maurey
结果的一个新的证明方法. Dulst 和 Pach [24] 证明了一个具有超不动点性质的
Banach 空间是超自反的. 因此一个 Banach 空间 X 是超自反的当且仅当 Banach
空间 X 对等距映射具有超不动点性质. 结合 Enflo再赋范定理知一个 Banach空
间 X 在再赋范意义下具有超不动点性质当且仅当 X 是超自反空间. 到目前为
至,超自反空间 (或者更一般的自反空间 )是否具有超不动点性质仍是一个待解
决的长期公开问题.
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x 1.2 问题来源
称 Banach 空间 X 中的一个非空有界闭凸子集 ( 弱紧凸子集 ) C 对非扩张
映射具有 ( 弱 ) 不动点性质 [ 52, 69] 如果每个非扩张映射 T : C ! C 都具有
不动点, 我们简单地称 C 具有 ( 弱 ) 不动点性质 ( FPP (WFPP ) ). 凸集对某类映
射具有不动点性质概念可以看做是空间对某类映射具有不动点性质概念的局
部化或者推广. 对于单个凸集不动点性质的研究已经取得了丰富的结果, 例如:
Lin 和 Sternfeld [45] 证明了对于一般 Banach 空间中的非紧凸子集 K, 存在一个
Lipschit 映射 f : K ! K 满足 inffkx   f(x)k : x 2 Kg > 0, 结合 Browder 不
动点定理的重要结论可知 Banach 空间的有界闭凸子集对 Lipschit 映射具有不
动点性质当且仅当它是紧凸集. Dominguez Benavides、Japon Pineda和 Prus [52]
证明了 Banach 空间的有界闭凸子集是弱紧集当且仅当它对连续仿射映射具有
不动点性质. 特别地, 对于 c0 空间的弱紧凸集也可以从非扩张映射的不动点来
刻画 [59, 71-72], 即 c0 空间中的一个有界闭凸子集是弱紧集当且仅当它具有不
动点性质, 关于更多 Banach 空间单个凸集不动点性质的研究可见 [45, 52, 59,
69-73, 87].
由于过去人们没有建立一种平行于弱紧集的“超弱紧集”概念, 很难给出
Banach 空间中单个凸集超不动点性质概念. 值得我们庆幸的是 Cheng [33-34,
86]等人利用单纯形代替有限维空间，巧妙地把 Banach空间中有限表示概念推
广到一般集合上, 给出了集合有限表示概念和超弱紧集概念. 类似于超弱紧集
的概念, 我们可以定义 Banach 空间中单个凸集对某类映射具有超不动点性质
的概念 ( 见本文 3.1 节内容 ). 为了方便, 我们也可以把凸集 ( 弱紧凸集 ) 对非扩
张映射具有超不动点性质的概念称为凸集具有超 ( 超弱 ) 不动点性质 (SFPP (
SWFPP ) ). 显然凸集超不动点性质概念可以看做是空间超不动点性质概念的局
部化或推广, 而 Banach 空间中的超弱紧集被视做为超自反空间概念的局部化或
推广, 一个自然的问题是, 即 Pach [24] 结论 ( 具有超不动点性质的 Banach 空间
是超自反的 )的局部化或推广形式,
问题 (1): Banach空间中一个非空有界闭凸集 C 具有超不动点性质蕴含 C 是
超弱紧集吗?
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在考虑问题 (1)的同时,我们自然要问
问题 (2): Banach空间中一个超弱紧集对那类映射具有超不动点性质?
对于问题 (2), 我们根据 Alspach 的例子 [54] 将在 3.3 节说明超弱紧集不具
有超不动点性质. Kirk [61] 证明了一致凸 Banach 空间具有超不动点性质, 结合
Enflo [3]再赋范定理知 Banach空间 X 是超自反的当且仅当 X 在再赋范意义下
具有超不动点性质. 因此我们也可以从在再赋范角度下期望此结论的局部化或
推广形式也具有相应的性质,
问题 (3): Banach空间中的一个非空有界闭凸子集 C 是超弱紧集是否与 C 在
再赋范意义下具有超不动点性质是等价的?
最后我们考虑一类特殊的 Banach 空间, 即强超弱紧生成空间, 简称为
SSWCGS,见 (见 5.1节). 在 2008年, Domínguez Benavides [53]证明了每个弱紧
生成 Banach 空间在再赋范意义下具有弱不动点性质. 显然强弱紧生成的空间
[28]在再赋范意义下具有弱不动点性质. 类比地我们问
问题 (4): 强超弱紧生成空间在再赋范意义下具有超弱不动点性质吗?
x 1.3 本文工作
本文首先建立凸集对某类映射具有超 (超弱 )不动点性质的概念, 即推广了
Banach 空间对某类映射具有超不动点性质的概念, 主要研究 Banach 空间中单
个凸集的超弱紧性与它的超不动点性质之间的关系、单个凸集的超弱紧性与它
在再赋范意义下的超不动点性质之间的关系以及强超弱紧生成空间的超弱不动
点性质, 特别地, Banach 空间中单个凸集超不动点性质的研究在国际上尚属首
次. 我们给出问题 (1)-(4) 的肯定回答以及讨论问题 (2) 不成立的条件, 同时利用
问题 (1)的主要结论,我们推广了Wisnicki的主要结果 [49].
x 1.3.1 本文研究方法
本文研究 Banach 空间中单个凸集的超不动点性质时, 利用文 [24]、文 [78]
等文献中的方法与技巧不在可行, 主要是因为超自反空间具有好的性质以及
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